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这篇文章考虑形如

H =

(
A B

−B −A

)
的特征值与特征向量的计算问题, 其中A为n阶埃尔米特矩阵, B为n阶对称矩阵。

文中把这个问题称作Bethe–Salpeter特征值问题。这个矩阵H可以写成

H =

(
In 0

0 −In

)(
A B

B A

)
.

在实际问题中，所考虑的矩阵

(
A B

B A

)
往往是埃尔米特正定的。物理学研究人

员在考虑Bethe–Salpeter特征值问题的时候通常用矩阵

(
A 0

0 −A

)
来代替H, 这

种方法一般称作Tamm–Dancoff逼近。本文的一个理论结果表明在

(
A B

B A

)
为

正定的情况下，用Tamm–Dancoff逼近求出的特征根要比原矩阵H的特征根大。
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如果方阵M的特征根全是实数，按从大到小排列，记λj(M)为M的第j个特

征根。确切地说，作者证明了以下结果（文中定理4）

定理： 如果

(
A B

B A

)
是2n阶埃尔米特正定矩阵，那么

λj(H) ≤ λj(A), j = 1, 2, . . . , n.

原文的证明主要依赖下述事实（文中引理1）

引理： 假设M,N为n阶埃尔比特半正定矩阵，那么√
λj(MN) ≤ λj

(
M +N

2

)
, j = 1, 2, . . . , n.

这里我给出另一个证明，只用到几个常用的事实

1. 假设M,N为两个方阵，那么MN的特征根（集合）与NM的特征根相同；

2. 如果M为埃尔米特半正定矩阵，则存在M的唯一一个半正定平方根，记作M
1
2 ;

3. 假设M,N为两个n阶埃尔米特矩阵，如果N −M是半正定的(记作M ≤ N)，

则λj(M) ≤ λj(N), j = 1, 2, . . . , n.

第三条称为外尔(Weyl)特征值单调性定理（参见[1, Corollary 4.3.12]). 下面

是定理的证明：

很明显

M :=

(
A B

B A

) 1
2
(
In 0

0 −In

)(
A B

B A

) 1
2

≤

(
A B

B A

) 1
2
(
In 0

0 0

)(
A B

B A

) 1
2

:= N,

那么根据外尔特征值单调性定理得到λj(M) ≤ λj(N), j = 1, 2, . . . , 2n. 现在N的

特征根等于

(
In 0

0 0

)(
A B

B A

)
=

(
A B

0 0

)
的特征根，于是λj(N) = λj(A), j =

1, 2, . . . , n. 又λj(M) = λj(H), j = 1, 2, . . . , 2n. 定理得证。
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